
کامپیوتر مهندسی دانشکده ي

94 13مهر تصادفی فرآیندهاي
احتمال) بر (مروري اول سري تمرین

کلاس شروع از قبل 27مهر، یکشنبه تحویل: موعد جعفري مهدي مدرس:

کنید. اثبات را خود جواب است؟ امکان پذیر شمارا نامتناهی مجموعه یک روي هم شانس احتمال توزیع یک آیا 1 سؤال

باشد. Ω = {a, b, c, d, e} صورت به تصادفی آزمایش یک نمونه فضاي کنید فرض 2 سؤال
باشد. {b} و {a} شامل که بیابید را فیلدي» «سیگما کوچکترین الف)

سیگما اعضاي از هریک به می کنیم. تعریف فیلد سیگما یک اعضاي براي را احتمال احتمالات، نظریه طبق بر می دانید، که همانطور ب)
اگر مثلا کنید. عمل زیر مطابق نامگذاري در سهولت براي بدهید. نسبت عدد یک آورده اید دست به قبل قسمت در که فیلدي
رابطه احتمالات، موضوعه اصول از استفاده با دهید. نشان pabc با آنرا به شده داده نسبت احتمال باشد، فیلد سیگما عضو {a, b, c}
(نسبت تصادفی آزمایش این توصیف براي «مستقل» متغیر چند به حداکثر روابط، این به توجه با کنید. بیان را احتمال ها این بین

داریم؟ نیاز فیلد) سیگما اعضاي همه به احتمال دادن
آمدن خط احتمال بدانیم. را آمدن شیر احتمال داریم نیاز فقط یعنی داریم؛ مستقل متغیر یک سکه، پرتاب آزمایش در مثلا توضیح:

می شود. مشخص آن روي از

هستند. مستقل B و A وقایع آنگاه P (A|B) = P (A|BC) اگر دهید نشان 3 سؤال

دهید: نشان نقض مثال یا اثبات با را زیر گزاره هاي نادرستی یا درستی 4 سؤال
به B و A هم چنین و باشند مستقل یکدیگر از C شرط به B و A اگر . 0 < P (C) < 1 و هستند پیشامد سه C و B و A الف)

بود. خواهند مستقل B و A آن گاه باشند، مستقل هم CC شرط

داشت: خواهیم آن گاه P (A|C) > P (A) و P (A|B) > P (A) که طوري به باشند پیشامد سه C و B و A اگر ب)

P (A|B ∩ C) > P (A)

داریم: a > 0 عدد هر و X مثل تصادفی متغیر هر براي ج)

P (|X| < a) ≤ a2E[
1

X2
]

هستند. ناهمبسته Y و X آن گاه ،E[X|Y ] = 0 اگر د)

کنید ثابت است؛ شده تعریف Ω = {1, 2, . . . , n} نمونه فضاي روي که باشد تصادفی متیغر یک X کنید فرض 5 سؤال

|E[X]| ≤ E[|X|]
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Z ریاضی امید رفته). کار به XOR معناي به ⊕ (علامت Z = X ⊕ Y و هستند p پارامتر با برنولی تصادفی متغیر دو Y و X 6 سؤال
باشند؟ مستقل X و Z آن ازاي به که دارد وجود p از مقادیري آیا بیابید. را P (Z|X) شرطی احتمال توزیع و

حرکت زمان می برد. زمان دقیقه 15 اتوبوس و دقیقه 30 پیاده روي برود؛ دانشگاه به اتوبوس با یا پیاده است ممکن مسعود 7 سؤال
در و می شود وارد مسعود خانه نزدیک ایستگاه به اتوبوس یک p احتمال به (t = 0, 2, . . .) زوج دقیقه ي هر در که است این گونه اتوبوس ها

شود. ایستگاه وارد است ممکن فرد دقایق در تنها مسعود طرف آن از نیست. اتوبوس رسیدن امکان فرد دقایق

کنید. پیدا را E[X] است، اتوبوس دو رسیدن بین دقایق نشان دهنده ي که باشد گسسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض الف)

آورید. بدست را می شود صرف او از که زمانی ریاضی امید برود، دانشگاه به اتوبوس با همیشه مسعود اگر ب)

می کند. مشخص را خود آمد و رفت نحوه ي سکه یک پرتاب با است، چقدر p مقدار نمی داند مسعود که آن جایی از ج)
کنید. محاسبه را E[Y ] مقدار می دهد. نشان را برسد دانشگاه به مسعود تا می کشد طول که دقایقی Y گسسته تصادفی متغیر

است دقایقی نشان دهنده ي L و اتوبوس ایستگاه در مسعود انتظار دقایق نشان دهنده ي N گسسته اند. تصادفی متغیرهاي L و N د)
کنید. حساب را L و N امیدریاضی می گذرد. قبلی اتوبوس رفتن از که

زمان هاي جمع با است برابر اتوبوس دو رسیدن بین متوسط زمان یعنی ، E[X] = E[N ]+E[L] که می کنند تصور افراد از خیلی ه)
نیست. درست تصوري چنین چرا که دهید توضیح بعدي. و قبلی اتوبوس رسیدن با ایستگاه در فرد رسیدن بین متوسط

[0, 1] بازه در یکنواخت طور به که است این می دانیم p درباره که چیزي تنها می آید؛ شیر p احتمال با که شده داده ما به سکه اي 8 سؤال
است. شده توزیع

کنید. حساب را باشد شیر پرتاب ها همه سکه پرتاب بار 5 در که این احتمال الف)

کنید. حساب را بوده اند شیر همگی قبل پرتاب 4 اینکه شرط به باشد شیر پنجم پرتاب این که احتمال ب)

Y = X1 +X2 و هستند iid تصادفی متغیرهاي X2 و X1 9 سؤال
کنید. محاسبه را E[X1 −X2|Y ] مقدار الف)

E[X1 + X2|X1 + X2] از (راهنمایی: کنید. حساب را (X1 براي متوسط خطاي مربع کمترین (تخمین E[X1|Y ] مقدار ب)
کنید) استفاده

مرکزي حد قضیه کمک با باشند، 1 پارامتر با پواسون توزیع داراي مستقل تصادفی متغیرهاي از دنباله اي X1, X2, . . . اگر 10 سؤال
کنید. اثبات را زیر تساوي

lim
n→∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
=

1

2

توصیف را موقعیتی Doctor Fischer of Geneva نام به خود داستان هاي از یکی در انگلیسی، بزرگ نویسنده گرین، گراهام 11 سؤال
جعبه کردن باز و شده پنهان کوچکی بمب جعبه ها از یکی در ،(m < n) دارد وجود جعبه n و حاضرند مهمانی یک در نفر m که می کند
این داستان این در کنند. باز را آن و کنند انتخاب جعبه یک ترتیب به مجبورند نفر m آن می کند. باز را آن که است کسی مرگ مساوي
گرین گراهام از بیشتر که کسی عنوان به شما داشت، خواهد زنده ماندن براي بیشتري شانس باشد صف اول که کسی که می شود القا طور

کنید. نظر اظهار باره این در می دانید احتمال

fX,Y (x, y) =
1
y e

−(y+ x
y ) با: برابرست Y و X توام احتمال چگالی تابع 12 سؤال
آورید. بدست را دو آن بین کواریانس و کدام هر ریاضی امید

با را نقطه این نمایش بگیرد، نظر در مختصات صفحه در را (X,Y ) زوج هستند. استاندارد نرمال مستقل متغیر دو Y و X 13 سؤال
آورید. بدست را Θ و R2 حاشیه اي احتمال توزیع می نامیم. (R,Θ) قطبی مختصات
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رشته ي که دفعاتی تعداد می گیریم. نظر در 29بیتی رشته اي صورت به را نتیجه و می کنیم پرتاب بار 29 را سالم سکه یک 14 سؤال
2بار 0111011101 در مثلا است همپوشانی نظرگرفتن در با دفعات تعداد (شمارش می نامیم. X را شده تکرار بیت 29 این در 011101

نیست. بیشتر 2 از X 87درصد، حداقل احتمال با که دهید نشان مارکف نامساوي با داریم) تکرار

P (|Z| > 1) مقدار سپس آورید. بدست را Z = X −Y توزیع هستند. λ پارامتر با مستقل نمایی تصادفی متغیر دو Y و X 15 سؤال
کنید. مقایسه می دهد مقدار این از چبیشف نامساوي که تقریبی با و کنید محاسبه را

باشید موفق
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